MASSIMILIANO MORELLI      mat. 06206000048       PC19

January 4, 2011
Section 2: EMPIRICAL MODELS
Using Matlab® for the data in the attached file data 04-Jan_2011.txt where n = PC number:
a. determine the best regression model
b. report values for the performance indexes of the regression model
c. discuss formulas and meaning of the performance indexes
Il modello empirico o di “fitting”, cioè un modello matematico non strutturato che, come tale, fa ricorso ad un approccio “black box” per  descrivere il processo o il fenomeno preso in considerazione. Esso, senza addentrarsi nella spiegazione del meccanismo coinvolto, descrive la relazione tra la variabile dipendente e la variabile indipendente attraverso la formulazione di una legge matematica che, riunendo i dati sperimentali e le osservazioni a disposizione, fornisce una risposta attinente al caso di studio. Pertanto un modello empirico ha sempre bisogno, come punto di partenza, di osservazioni e dati sperimentali (data-rich and theory-poor).

Il set di 20 dati sperimentali per il fenomeno osservato ossia la cinetica di crescita microbica nel tempo è riportato di seguito:
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In cui :

· x: tempo in minuti rappresenta la variabile indipendente ;

· y: Il log del numero di microrganismi è la variabile dipendente.

Un modello empirico può essere sviluppato attraverso due diversi approcci:

· Interpolazione, mediante funzioni interpolanti (spesso polinomi) che costruiscono una curva che passa per tutti i punti rappresentanti i dati sperimentali (assunti esatti).

È possibile effettuare anche una  interpolazione mediante spline, cioè funzioni polinomiali a tratti: si divide l’intervallo di interpolazione in una serie di sotto intervalli più piccoli, per ognuno dei quali si individua un polinomio diverso ma di stesso grado. 

· Regressione, si cerca di costruire una curva che si discosti il meno possibile dai dati sperimentali (assunti affetti da incertezza).

Mediante il software MATLAB è possibile creare il modello con un fitting di base o utilizzando il comando CURVE FITTING TOOLBOX.

BASIC FITTING

È necessario, per prima cosa, generare due vettori che contengono i valori dei dati sperimentali, uno per i valori della var. indipendente, ed uno per quelli della var. dipendente, ognuno contenente 20 elementi.

In questo caso dalla current directory  importiamo i dati dal file .txt che li contiene; si apre la finestra Import Wizard, da cui selezioniamo i dati creando una matrice 20x2 che viene salvata nel workspace. A questo punto duplichiamo la matrice per generare i 2 vettori colonna, rimuovendo le colonne non interessate da ognuna delle matrici generate che diventano quindi vettori t, logN
Si effettua quindi il plot dei dati: 

plot (t, logN) 
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Nella figura sovrastante sono riportati i punti sperimentali (colorati in  blue  ), precedentemente importati, in un diagramma cartesiano in cui: 

· In ascissa c’è la variabile indipendente   t in una scala di valori che va da  0 a   1200

· In ordinata c’è la variabile dipendente    logN  in una scala di valori che va da    0 a 9
Selezionando dal Tools della figura basic fitting, è possibile scegliere i modelli di interpolazione (ad esempio spline) e modelli di regressione (funzioni polinomiali lineari, quadratiche, cubiche, e gradi superiori fino al decimo).

È richiesto di utilizzare un modello di regressione.

Si sceglie un modello polinomiale  mettendo a confronto due tipi di polinomi di 9° e 10° grado.

Di seguito è riportato il fitting mediante le 2 polinomiali:
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data 1

   9th degree

   10th degree


L’equazione caratteristica del modello di 9° grado è (colorata in celeste in figura) è:

y = y = p1*x^9 + p2*x^8 +p3*x^7 + p4*x^6 +p5*x^5 + p6*x^4 +p7*x^3 + p8*x^2 +p9*x + p10

I coefficienti calcolati direttamente nel basic fitting per il modello sono 10:
  p1 = -3.4179e-024

  p2 = 1.6598e-020

  p3 = -3.2583e-017

  p4 = 3.272e-014

  p5 = -1.7245e-011

  p6 = 4.0653e-009

  p7 = -2.5633e-008

  p8 = -0.00011684

  p9 = 0.01062

  p10 = 2.6682
Quindi si ottiene:  y = - 3.4e-024*x^{9} + 1.7e-020*x^{8} - 3.3e-017*x^{7} + 3.3e-014*x^{6} - 1.7e-011*x^{5} + 4.1e-009*x^{4} - 2.6e-008*x^{3} - 0.00012*x^{2} + 0.011*x + 2.7
L’equazione caratteristica del modello di 10° grado è (colorata in porpora in figura) è:

y = p1*x^10 + p2*x^9 +

      p3*x^8 + p4*x^7 +

      p5*x^6 + p6*x^5 +

      p7*x^4 + p8*x^3 +

      p9*x^2 + p10*x +

      p11

I coefficienti calcolati direttamente nel basic fitting per il modello sono 11:
p1 = 4.6395e-027

  p2 = -3.0439e-023

  p3 = 8.3984e-020

  p4 = -1.2655e-016

  p5 = 1.1298e-013

  p6 = -6.0483e-011

  p7 = 1.8637e-008

  p8 = -2.9603e-006

  p9 = 0.00020022

  p10 = -0.0032124

  p11 = 2.6688
Quindi si ottiene:

 y = 4.6e-027*x^{10} - 3e-023*x^{9} + 8.4e-020*x^{8} - 1.3e-016*x^{7} + 1.1e-013*x^{6} - 6e-011*x^{5} + 1.9e-008*x^{4} - 3e-006*x^{3} + 0.0002*x^{2} - 0.0032*x + 2.7
Per poter analizzare la bontà del fitting, il programma produce in output il calcolo della norma dei residui ed un diagramma, in questo caso a barre, rappresentante i residui stessi. 

I residui rappresentano la differenza tra il dato sperimentale (yi) ed il corrispondente valore (y) generato dal modello di regressione:

di=yi-y

dove y=f(xi)

Di seguito sono riportati i residui relativi alle tre diverse polinomiali con i corrispondenti colori.
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Come si può vedere i valori per il polinomio di 10° grado punto per punto più vicini alla linea dello zero dei residui rispetto al polin. Di 9° grado, quindi il polin. Di 10° grado da questo punto di vista risulta essere migliore

Però per poter evincere più facilmente e rapidamente quale tra questi modelli effettua un fitting dei dati sperimentali migliore si ricorre alla norma dei residui definita come:
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Più basso è il valore della norma, migliore sarà il fitting, perché l’errore tra valore del dato sperimentale e valore calcolato dal modello in corrispondenza della variabile indipendente xi, è minore.
Il valore della norma dei residui per i tre diversi modelli è:

· Modello pol di 9° grado: norma dei residui =  0.37252
· Modello pol. Di 10° grado: norma dei residui =     0.3686
Quindi l’aver aggiunto un parametro in più ha fatto migliorare il modello, in quanto la norma dei residui è diminuita.
CURVE FITTING TOOLBOX
Si richiama dalla finestra dei comandi  cftool, compare così  una nuova finestra dei comandi, da cui selezionando data si importano dal workspace i valori che devono assumere la variabile dipendente (t) e quella indipendente (logN) e si crea quindi il set di dati.

Posso decidere se effettuare lo smoothing dei dati sperimentali, cioè lo “smorzamento”, eliminazione del “rumore” dai dati, nel caso in cui ci sia bisogno. Uno dei metodi utilizzati per effettuare lo smorzamento nelle fluttuazioni dei dati, è la MEDIA MOBILE: ad ogni valore della variabile indipendente di ciascun dato sperimentale, viene attribuito un valore della variabile dipendente ottenuto dalla media aritmetica tra il valore corrente, M/2 valori prima ed M/2 valori dopo, con M numero intero pari scelto a piacere (SPAN). Pertanto questa procedura di smoothing consente di ottenere dei valori caratterizzati da una minore oscillazione al fine di costruire un migliore modello di fitting, ma allo stesso tempo si perdono M punti sperimentali.

Nel nostro caso non è necessario effettuare lo smoothing in quanto non ci sono oscillazioni evidenti.

A questo punto si crea un nuovo fit (in fitting) e si sceglie il modello parametrico desiderato. È possibile scegliere una vasta gamma di modelli di interpolazione (come la spline cubica) o di regressione di tipo polinomiale, gaussiana, funzioni somma di seni, legge di potenza, ecc. a differenza del basic fitting.
Si è scelto in questo caso di utilizzare un modello che sfrutta una serie di Fourier
Arrestata al 5° termine.

Il modello è:

f(x) = 

               a0 + a1*cos(x*w) + b1*sin(x*w) + 

               a2*cos(2*x*w) + b2*sin(2*x*w) + a3*cos(3*x*w) + b3*sin(3*x*w) + 

               a4*cos(4*x*w) + b4*sin(4*x*w) + a5*cos(5*x*w) + b5*sin(5*x*w) + 

               a6*cos(6*x*w) + b6*sin(6*x*w)
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I parametri da calcolare sono 14 calcolati con un intervallo di confidenza del 95%
     I a0 =       5.707  (4.736, 6.677)

       a1 =      -1.975  (-19.38, 15.43)

       b1 =      -2.212  (-16.25, 11.83)

       a2 =     -0.7543  (-3.943, 2.434)

       b2 =     -0.2832  (-13.69, 13.13)

       a3 =     -0.1601  (-6.66, 6.339)

       b3 =     0.03573  (-2.802, 2.874)

       a4 =    -0.07916  (-9.624, 9.466)

       b4 =      0.2402  (-0.5541, 1.035)

       a5 =    -0.02045  (-3.763, 3.723)

       b5 =      0.1172  (-5.085, 5.32)

       a6 =    -0.04749  (-4.72, 4.625)

       b6 =    -0.06171  (-0.7425, 0.6191)

       w =    0.004383  (-0.008565, 0.01733)
è possibile anche modificare l’intervallo di confidenza in cui sono calcolati i parametri.

Inoltre tra i risultati che si ottengono dall’applicazione del modello ci sono anche gli indici relativi alla bontà del fitting; in particolare:

· La Somma dei quadrati residui o Somma degli Scarti Quadratici ( Sum of Squared Residuals - SSR or  Sum of Squared Errors - SSE) cioè è la somma dei quadrati dei residui:
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· Root Mean Squared Error, definito come:
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dove n è il numero di dati ed nparametri è il numero di parametri del modello. Un valore di RMSE tendente a zero denota un fitting che è più vantaggioso per la predizione.
· Il coefficiente di correlazione (Correlation Coefficient or R-Square), dato dalla seguente relazione:
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è la media dei dati ed n il numero dei dati (20 in questo caso).

La discrepanza tra i punti sperimentali e i valori forniti dal modello di fitting è tanto più ridotta quanto più il coefficiente di correlazione è prossimo a 1.

· L’adjusted r-square è l’r2 corretto a seconda del numero delle variabili indipendenti ed è spesso il migliore indice per esprimere la qualità del modello quando ad esso sono stati aggiunti dei coefficienti addizionali.

I valori di questi indici sono calcolati istantaneamente dopo aver selezionato il modello:

  SSE: 0.04579

  R-square: 0.9996

  Adjusted R-square: 0.9987

   RMSE: 0.08736
Come si può osservare tutti i parametri indicano la bontà di questo modello per quanto su spiegato però il numero di parametri da calcolare è molto elevato e ciò lo rende complesso.
Inoltre sulla barra dei comandi in alto selezionando view e poi residuals è possibile visualizzare anche i residui questa volta rappresentati come dispersione di punti che come si osserva sono raccolti attorno alla linea dello zero soprattutto per tempi più bassi: 
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Inoltre ho provato ad implementare una funzione personalizzata (cosa che cftool permette di fare) con pochi parametri perché i punti sperimentali seguono una cinetica di saturazione soprattutto dopo un tempo di 200 min:
General model:        f(t) = a*t/(c+b*t)

Coefficients (with 95% confidence bounds):

       a =      0.6829  (-6.117e+006, 6.117e+006)

       b =     0.03907  (-3.499e+005, 3.499e+005)

       c =       41.57  (-3.723e+008, 3.723e+008)Goodness of fit:

  SSE: 9.552

  R-square: 0.9113

  Adjusted R-square: 0.9064

  RMSE: 0.7285
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Il modello è poco preciso soprattutto per tempi iniziali
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