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Section 1: LINEAR PROGRAMMING
Objective function 
z = x•n/(1+n) - y		max!
Constraints
        -y < -1
1/3 x  + y <  10
-1/3 x + y <  6
10x    + y <  97
-x     + y > -8
Non-negativity constraints
x , y  0
where n = PC number
Questions
a. Use the Graphical Method, explain it briefly, attach the final graph and find the optimum! (optimal value of the objective function and optimal values of the decision variables)
b. What happens if the objective function becomes: z = x•n/(n-1/2) - y  ?
c. In preparation of  the Simplex algorithm, write and discuss in details the first tableau 
d. How many variables and of which type should be added to the decision variables in the first tableau?








SECTION I:ANSWERS
a. Use the Graphical Method, explain it briefly, attach the final graph and find the optimum! (optimal value of the objective function and optimal values of the decision variables)

Qualora le variabili decisionali siano soltanto due, la programmazione lineare consente di giungere alla soluzione del problema mediante un metodo grafico rapido e piuttosto semplice,  descritto di seguito: 
I. Su di un piano cartesiano si tracciano le rette rappresentanti le equazioni (o disequazioni) vincolari fornite dal problema. Le disequazioni vengono disegnate considerandole alla stregua di equazioni e cioè assumendo il segno di uguale tra i due membri;
II. La generica retta rappresentante l'equazione vincolare corrispondente suddivide il piano cartesiano in due semipiani. Nel caso di disequazione, si verifica quale dei due semipiani rispetto alla retta che divide in due il piano è il luogo dei punti che soddisfa il vincolo (per far ciò occorre considerare il verso della diseguaglianza);
III. Si ripetono i passi I e II per ciascun vincolo, individuando per ogni disequazione il semipiano di interesse;
IV. Si determina il dominio intersezione di tutti i semipiani precedentemente individuati (regione di ammissibilità o feasible set [È il poligono giallo della figura soprastante che rappresenta proprio il dominio di ammissibilità del problema di questa prova scritta!]): esso rappresenta l'insieme dei punti che soddisfano tutti i vincoli, ovvero che sono soluzione del sistema di equazioni (disequazioni) vincolari. I punti della frontiera rappresentano combinazioni produttive per le quali le risorse vengono saturate. Tra tutti i punti di questo dominio uno soltanto dovrebbe rappresentare la condizione di ottimo (massimo o minimo della F.O.). 
V. Si diagramma la funzione obiettivo considerandola come equazione parametrica proprio nel valore di "z": 
a. c2 x2  = - c1 x1 + z
b. È una retta del tipo blu tratteggiato mostrata in grafico. Al variare del parametro z, si otterrà un fascio improprio, fatto cioè di rette tutte fra loro parallele (le linee di livello della F.O. sono rette sul piano cartesiano , laddove ovviamente le variabili del piano coincidono con le variabili decisionali della F.O. stessa).
VI. Si segue nel fascio la direzione di z crescente o decrescente a seconda se il problema posto sia rispettivamente a massimizzare o a minimizzare. Nel caso specifico il problema è a massimizzare (zmax  mi muovo dove z cresce) .  Si sceglie la retta che ha ancora almeno un punto in comune con la regione di ammissibilità. E questo sarà l’ottimo, cioè il punto (x=9;y=1)  perché prevede il valore massimo  per z  ed è in comune con la regione ammissibile. Le coordinate del punto (9;1) sono la soluzione ottima ed è anche ammissibile.  Le coordinate di tale punto intersezione tra retta e dominio massimizzano  la F.O. (z = (9/10)x - y) e, quindi, rappresentano la soluzione del nostro problema. 
Quindi le coordinate che massimizzano la funzione obiettivo z = (9/10)x – y , dati i vincoli  riportati nella sezione precedente sono:
x=9 ;y=1
In queste coordinate la funzione obiettivo assume il valore massimo pari a :
zmax=7.1

N.B. Noi dovremmo avere m = 5 vincoli, ma in realtà m=7 (x≥0;y≥0) perché vanno compresi gli assi per ricordare ke x e y sono non negativi (impongono la fisica realizzabilità delle variabili dimensionali, in quanto uno dei vincoli è proprio la fisica realizzabilità di ogni variabile).

b. What happens if the objective function becomes: z = x•n/(n-1/2) - y  ?

Se la funzione obiettivo diviene z= (9/8.5) x-y in sostanza si ha una variazione di pendenza della retta rappresentante la funzione obiettivo, la variazione di pendenza è tale da determinare uno spostamento delle coordinate del massimo da (9,1) a (x=9.545;Y=1.545) mentre la regione di ammissibilità (determinata dai vincoli) resta la medesima.
Le nuove coordinate del massimo per  z= (9/8.5) x-y  sono  (x=9.545;Y=1.545) . Il valore massimo della funzione obiettivo (valore che assume a queste coordinate è :
z’max=8.5614





c. In preparation of  the Simplex algorithm, write and discuss in details the first tableau 
                     
                     Initial tableau

A =

         0    1.0000   -1.0000         0         0         0         0    1.0000         0         0         0         0    1.0000
    0.3333    1.0000         0    1.0000         0         0         0         0    1.0000         0         0         0   10.0000
   -0.3333    1.0000         0         0    1.0000         0         0         0         0    1.0000         0         0    6.0000
   10.0000    1.0000         0         0         0    1.0000         0         0         0         0    1.0000         0   97.0000
    1.0000   -1.0000         0         0         0         0    1.0000         0         0         0         0    1.0000    8.0000
   -1.0588    1.0000         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0      0
  -11.0000   -3.0000    1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000         0         0         0         0      0   -122.0000

 Press any key to continue ...

 Il  primo tableau presenta i tassi di assorbimento dalla prima riga alla riga numero 5 (numero delle disequazioni di vincolo) ; nell’ultima colonna del tableau sono presenti le risorse (termini noti) ;  il coefficiente a13 è associato ad una variabile surplus la cui aggiunta è dovuta alla presenza di un vincolo di tipo ≥ (y>1) ; I coefficienti a23,a35,a46 , a57 sono associati a variabili di tipo slack aggiunte per la presenza  di 4 vincoli di tipo ≤ ; I coefficienti a18,a29,a3 10, a4 11, a5 12, sono associati a variabili di tipo artificiale dovute alla risoluzione del simplesso in due  fasi ;
La riga 6 è la riga dei coefficienti della funzione obiettivo (tassi di costo), l’ultimo termine di questa riga è il valore assunto dalla funzione obiettivo cambiata di segno (-z).
La riga 7 è la riga dei coefficienti della forma di inammissibilità  (dj), l’ultimo termine di questa riga è il valore assunto dalla forma di inammissibilità cambiata di segno (-w).
Il sistema risulta canonico rispetto alle variabili artificiali (variabili di base per questo primo passaggio)

e. How many variables and of which type should be added to the decision variables in the first tableau?
Nel primo tableau devono essere aggiunte:
· Una variabile di tipo surplus per il primo vincolo (rese positive le risorse)(y>1);
· Quattro variabili di tipo slack per gli altri quattro vincoli (rese positive tutte le risorse);
· Potrebbe essere aggiunta alla prima riga anche soltanto una variabile di tipo artificiale per la risoluzione della prima fase dell’algoritmo del simplesso in due fasi, tuttavia il programma per questioni di sicurezza legate alla fisica ammissibilità delle soluzioni aggiunge tante variabili artificiali quanti sono i vincoli
Section 2: EMPIRICAL MODELS
= = =
Section 3: FINITE DIFFERENCE METHODS for PDE

Solve the following parabolic PDE 		
with 
 = n/2
k = n/4
L = 12
tfinal = 5
IC:	t = 0		u(x,0) = sin(x)

BC:	 = (n+1)/n

	
	A=B=C=D=n
where n = PC number:

a. which type are the Boundary Conditions?
b. adopt the explicit method and, using MUC, explain the procedure briefly, attach the graph and comment the final solution
c. discuss the stability of the used method






SECTION III:ANSWERS
a. which type are the Boundary Conditions?
Le condizioni al contorno sono di tipo MISTO in quanto in coefficienti A,B,D,E sono non nulli


          = (9+1)/9

	






b. adopt the explicit method and, using MUC, explain the procedure briefly, attach the graph and comment the final solution

PROCEDURA
Il MUC  1.0 permette la risoluzione di P.D.E. del secondo ordine, paraboliche, lineari e a coefficienti costanti:

Il tasto :
I.C. u(x,0) = u(x)
Rappresenta la Condizione Iniziale (I.C.) : è evidente come il MUC 1.0 accetta come condizione iniziale della P.D.E. una generica funzione dell’ascissa x e non esclusivamente un valore u0 costante rispetto alla variabile indipendente x.
La maschera :

Rappresenta la maschera di inserimento della prima condizione al contorno (Boundary Condition I) per un tempo  e per un valore della variabile indipendente  (contorno sinistro).
La maschera:

Rappresenta la maschera di inserimento della seconda condizione al contorno (Boundary Condition II) per un tempo  e per un valore della variabile indipendente  (contorno destro).
Le condizioni al contorno, di tipo misto, prevedono l’eventuale dipendenza dalla variabile temporale attraverso le funzioni C(t) e F(t).





Il MUC permette di scegliere le seguenti operazioni :

· Risoluzione di PDE con:
· il metodo esplicito di Eulero;
· il metodo implicito di Crank & Nicholson.
· Calcolo dell’Errore Quadratico Medio (M.S.E.).
L’utente deve inserire i parametri caratteristici della equazione e del problema alle differenze finite da risolvere:


· Coefficiente  ( coefficiente di diffusività) ;
· Coefficiente  (coefficiente cinetico che può anche essere nullo);
· Lunghezza del dominio spaziale (LENGHT);
· Numero di punti per la discretizzazione spaziale (# POINTS) : # POINTS include nel conto anche il nodo i=0 di conseguenza il numero di intervalli di discretizzazione spaziale è minore di un’unità rispetto al numero dei nodi totale (# POINTS);
· Tempo di fine simulazione (TIME) al quale calcolare la soluzione finale;
· Passo temporale (TIMESTEP);
· Infine è necessario specificare la condizione iniziale e le condizioni al contorno negli opportuni controlli:
Per l’utilizzo del METODO ESPLICITO DI EULERO  è necessario che il passo temporale ed il passo spaziale ( siano scelti in modo che la soluzione sia stabile, ovvero in modo tale che per lo Stability Parameter (S.P.) risulti :





Se così non fosse il software segnala l’instabilità della soluzione attraverso un apposito led rosso :

Nel caso in cui lo Stability Parameter  fosse maggiore di 0.5 il programma offre la possibilità di “forzarlo” ad un valore di default tramite l’ausilio del seguente tasto :

Per l’utilizzo del METODO IMPLICITO DI CRANK & NICHOLSON , vi è un’apposita maschera :

In ogni caso è consigliato mantenere lo Stability Parameter ad un valore minore di 10 :

Il MUC 1.0 consente il confronto delle soluzioni ottenute con i metodi di Eulero e Crank-Nicholson attraverso l’uso della funzione Mean Square Error.



COMMENTO SULLA SOLUZIONE.
Appaiono i risultati della simulazione. C’è generazione in quanto è presente il coefficiente cinetico k=2.25.  Condizioni al contorno  miste poiché A,B,D,E sono diversi da 0 . 
F(t) è una funzione del tempo. 
N=51 perché il numero di punti include anche lo zero quindi per avere 50 punti
Lo stability par. viene appena minore (0.39) del valore critico con questa scelta fatta dall’utente (timestep=0.005, numero di punti = 51). 
Vediamo una curva in verde che rappresenta la condizione iniziale (sinusoide). 
[bookmark: _GoBack]Quella sopra in rosso è il grafico della funzione al tempo finale. Andamento della u(x) parametrica in t: durante la simulazione la curva si muove sul piano perché t cresce. Da t=0 fino al tempo finale che è 5 unità temporali. La funzione sul contorno sx assume valori molto alti !
Poiché Eulero ???


c. discuss the stability of the used method
Per l’utilizzo del METODO ESPLICITO DI EULERO  è necessario che il passo temporale ed il passo spaziale ( siano scelti in modo che la soluzione sia stabile, ovvero in modo tale che per lo Stability Parameter (S.P.) risulti :

Se così non fosse il software segnala l’instabilità della soluzione attraverso un apposito led rosso :

Nel caso in cui lo Stability Parameter  fosse maggiore di 0.5 il programma offre la possibilità di “forzarlo” ad un valore di default tramite l’ausilio del seguente tasto :

Nel caso presente il metodo di Eulero è stabile in quanto il parametro di stabilità per #POINTS=51 e timestep=0.005 con Δ=4.5 è pari a λ=0.39062.
Tuttavia siamo al limite, basterebbe aumentare di poco (un ordine di grandezza) il valore del timestep affinchè il metodo diventi instabile.
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Feasible region and a level line with the abjective value = -1.0147
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